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LOGRO:

Comprende el concepto de limite y su aplicacién a algunas situaciones
del calculo infinitesimal.

INDICADORES DE LOGRO:

eReconoce intuitivamente la nocién de limite

e Identifica y aplica la definicion del limite

eReconoce las propiedades que se aplican en los limites
e Soluciona limites por épsilon- delta

e Identifica los limites laterales de una funcién dada

e Aplica los teoremas de los limites para hallar los limites de una funcién

ZCuales son tus limites en la casa?,
ZEstamos hablando de los mismos limites?
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APRENDAMOS ALGO
NUEVO

Limites

Concepto de limite es la base fundamental con la que se construye el
calculo infinitesimal (diferencial e integral). Informalmente hablando se
dice que el /imite es el valor al que tiende una funcién cuando la variable
independiente tiende a un numero determinado o al infinito.

Definicidon de limite Antes de establecer la definicién formal del limite de
una funcidon en general vamos a observar qué sucede con una funcion
particular cuando la variable independiente tiende (se aproxima) a un
valor determinado. Ejemplo: En

Sealafuncidn definidaper fix)=x* -1,

En la tabla adjunta escribimos algunos valores para la variable
independiente x, en el entorno de 2, y calculamos los valores
correspondientes de la funcién f (x):

1.9 2.61

1.99 2.9601
1.999 2.996001
1.999 2.9996000

9 1
2.000 3.0004000
1 1

2.001 3.004001
2.01 3.0401
2.1 3.41
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Cuando x se aproxima a 2, tanto por la izquierda como por la derecha,
tomando valores menores o mayores que 2, f (x) se aproxima, tiende,
cada vez mas a 3; y cuanto mas cerca estd x de 2, o lo que es lo
mismo, cuando la diferencia en valor absoluto entre x y 2 es mas
pequefa asimismo la diferencia, en valor absoluto, entre f (x) y 3 se
hace cada vez mas pequefia. (Estas diferencias se muestran en la tabla
inferior derecha). O sea, la funcion se acerca a un valor constante, 3,
cuando la variable independiente se aproxima también a un valor
constante.

|x 2| | f(x) 3]

|1.9-2| = 0.1 |2.61-3| = 0.39

|1.99-2| = 0.01 |2.9601-3|=0.0399
11.999-2| = 0.001 |2.996001-3|=0.003999
|1.9999-2|= 0.0001 |2.99960001-3=0.0003999!
|2.0001-2| = 0.0001 |3.00040001-|=0.00040001
|2.001-2| = 0.001 |3.004001-3|=0.004001
|2.01-2| = 0.01 |3.0401-3| = 0.0401
|2.1-2] = 0.1 |3.41-3| = 0.41

De lo anterior se deduce intuitivamente que el limite de la funcién f (x)
cuando x tiende a 2, es 3. Ahora, pasamos a dar la definicion formal de
limite:

Definicion épsilon-delta Sea f una funcidn definida en algun intervalo
abierto que contenga a a. El limite de f (x) cuando x tiendeaaeslL,y
se escribe



Eimf(x) -7

Y= a

g1 el siguiente enunciade es verdadero:
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Dada cualgquier £ > 0, sin impottar cudn pequefia sea, existe una & > 0, tal que

st D|x—a|l<d =

| flx)-L|< e

Nota: no es necesario que la funcidn f esté definida en a para que el

limite exista.

Ejemplo1l:

1 lim(2x +1) =9

lim(2x+1) = 9

Puesto que 2x + 1 esta definide para cualquier nimero real, cualgquier intervalo abierto
fque contenga a 4 cumplird el primer requisito de la definicidn épsilon-delta Ahora, e

debe demostrar que

para cualgquier £ » 0 existe una & > 0 tal que

6 0<¢x-4K 5
& s 0 x-4)K5
& s 0x-4)K35
& 50 x-4)K35

=
=
=
=

|(2x+ 1) -9[< &
|2x -8 &
2|x-4K e
|x-4K i

El ultimo enunciado indica que es adecuado tomar § =1 & Con esta eleccidn de
se establece el siguiente argumento:

0<|x-4[KF = 2|x-4[<28 = |2x-8<26 = |[(2x+1)-9K 25
= |@2x+D-9K e {yaque d=3¢|

Asl, se haestablecido que st § = 7 &, el sigiente enunciado se cumple:

i 0<x-4KF =

Esto demuestra que

| (2x+D-9K e
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Ejemplo 2:

lim (55 +8) = 3

1=-1

Puesto que Sx+ 8 esta definido para cualquier nimero real, cualquier mtervalo abierto
que contengaa — 1 cumplira el primer requisito de la definicion épsilon-delta Ahora, se
debe demostrar que

para cual quier £ 2 0 existe una § 2 0 tal que
s 0 x+1[C8 = |Or+h)-3Ke

& s 0x+15 = |r+5[Ce

& a0 r+IKd = Sx+lfe

& a0z = |1+

El iltimo enunciado indica que s adecuado tomar § =3¢ Con esta eleccidn de 8
st establece el sigutente argum ento;

0<|x+1|[C8 = 3|x+1[K530 — [3x+3[K 36 — |(9x+8)-3](50
= |(5x+8)-31Ce |yaqued=1ig
Asi, se haestablecido que ot 6= £, el sigiente enunciado se cumple

s 0x+1Kd = |(Ox+8)-3K¢

Esto demuestra que
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Ejemplo 3:

lim (7 - 32) = -2

Puesto que 7 —3x esta definido para cualgquier nimero real, cualquier interval o abierto
que contenga a 3 cutnplira el primer requisito de la definicion épsilon-delta. Ahora, se
debe demostrar que

para cualquier £ 2 0 existe una & > Otal que

s 0x-3Kd = |(7-3x0+2)K¢
& s 0x-3Kd = |9-3x|Ke
& s 0]x-3K8 = 3x-3Ke [|3-xHx-3
& a0x-3Kd = |x-3[Kie

El sltimeo enunciade indica que es adecuado tomar 8 = 1& Con estaeleccidn de 4
se establece el siguiente argumento:;

0<|x-3Kd = 3|x-31K38 = 3|3-zxK3d — |9-3x|<3d
= |(7-30+2[K35 = |(7-30+2[Ke [yaque d=1g
Asi, se haestablecido que st § =1¢, el sigiente enunciado se cumple:

s 0<x-3Kd = |(7-3x-(-2)K¢

Esto demuestra que
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APRENDAMOS ALGO
NUEVO

Teoremas de limites

Para facilitar la obtencidn del limite de una funcién sin tener que recurrir
cada vez a la definicidn Epsilon-Delta se establecen los siguientes
teoremas. Los teoremas se numeran consecutivamente para facilitar una
futura referencia.

Teorema de limite 1:

Si k es una constante y a un nimero cualquiera, entonces

lim,_,K = K

Teorema de limite 2:

Para cualquier nimero dado a,
lim,_,x = a

Teorema de limite 3:

Si my b son dos constantes cualesquiera, entonces

lim,_,mx+b=ma+b
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Teorema de limite 4:

Solm Ffixy=L v lmg(x)= M, entonces
A= A=

(1) £ij>131[f(x)ig(x}]= LM

(1) }‘i_r}ré[ﬂﬂ-g(?f)kﬂﬂf

@]z
() 15{ (x)}‘ﬂ

{1V lim[.ﬂ’cf{x}] =K., k esuna constante
A=

Teorema de limite 5:

=1 1i_r>11 Fixi=L4 v xesunentero positive, entonces
A—
k]
. Id _ . _ u
lim[ (] =[tim 70| =1
Teorema de limite 6:
Si f es un polinomio y a es un nimero real, entonces
limf x =f(a)
xX—a
Teorema de limite 7: Si g es una funcién racional y a pertenece al
dominio de g, entonces

limg x =q (a)
x—a

Teorema de limite 8:
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2o lim Fixy=F4 v xoesun entero positive, entonces
A=

it 70 = | gffim 700 | =¥E

TRABAJEMOS EN NUESTRO
APRENDIZAJE

ACTIVIDAD:

Resuelve en tu cuaderno los siguientes ejercicios y luego, compara tus
respuestas con las respuestas propuestas a continuacion:

) ) _ . 2 _ . Ax-=-5 5.1 Br+1
1.1)‘1537?2.1)‘1_}1115(32: 7 3.}‘1_%(;{ +2x-1) 4-1;_1}1135):_1 s

1 2 _ _
lim 35787 3% 8216 g (. X H8g “*“ -2

B2 2zt A 0x —0x+d a2 2+2 a0

-\|I|x+ 1_111 2xt —5x% - 2x-3 12. 1 = +8

Clim =
FBAE 135 + 4z 3 =y - 16

1.lim 77
53

Die acuerde con el Teorema de limitel

2.1im(3x = 7)

10
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Fixy=3x-"T tiene la formamx+ &, porlo que aplicamos el Teorema de limite3

li_>mj(3x—?} =3mM-7=15-7,
3. li_rfj.?(xg +2x - 1)
Fix)=x*+2x-1: funcién polinomial

Fl =22 +2(0-1=7

potlo tante, segun el Teorema de lHmited:

. dx -5
4'1;:121352:—1
£ ==,
4(3]'—5 7 _1
T f@_W—ﬁ_E

potlo tante, aplicande el Teorema de limite7, se concluye que

5. lim |25 1

=Y r+ 3

Aplicande consecutvamente las propredades TLE, TL7 v TL3, ze cbtiene:

Iim\IBx+1 . gx+1 i@+l BT _ J‘
sl x 43 x—>1 x+3 11m(x+3} 1+3

11



12 Franklin FEduardo ﬂse’rez ‘gyz'ntero
Licenciado en mzoateméticas y Fisica
Uriversidad 4o L‘;%ntioguia

4x* -4
6. x—lﬁgﬂ 2x+3

No es posible aplicar directamente el TL7, pues se obtendria la forma
indeterminada 0/0; no obstante, luego de factorizar y simplificar la
expresion, se obtiene facilmente el limite aplicando el TL1:

A =S @xoDEms (2x— 3)_2[ ﬂ 3-_3_%

lim
x—}—3."2 2:,: +3 x—}—3."2 % x+3.l'2

7 lim Ix? - 8x - 16
P 2x - 9x+4

No es posible aplicar directamente el TL7, pues se obtendria la forma
indeterminada 0/0; no obstante, luego de factorizar y simplificar la
expresion se obtiene facilmente el limite aplicando el TL7 o el TL4(III):

3x8 —8Bx-16 _ ;;fﬂf@ﬂﬂr) g R4 34 _12+4

litm 1111 :
=4 2pd _ 0y 4 g x M(zx I =4 2x-1 2(&H-1 EB-1

8. fim £ *8

=2 x+ 2

Si pretendiéramos aplicar el limite directamente a partir del TL7, nos
daria la forma indeterminada 0/0; por lo que, se debe factorizar y luego
simplificar la expresion antes de poder hacer uso del TL6:

12
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3 x-2x+4d
T8 i G2 }=1i_}n32(x2—2x+4]=(—2]2—2(—2]+4=4+4+4;

=2 x4 2 Al (z+7]

-------

9 lim —M
s

x—0

No se puede aplicar el limite directamente, daria la forma indeterminada
0/0; no obstante, luego de multiplicar tanto el numerador como el
denominador por la conjugada de la expresién en el numerador y luego
reduciendo y simplificando, se puede aplicar el TL para hallar el limite:

y "Ix+2—u|r§ . |-..'x+2—\."'_||-,.'x+2+\.l"_| ; P

1 —— = liin = 1i1n .
1—0 ¥ x—l xl 'Ix+2+'yf_l x—?DXI 'lx+2+-\|'l'_l
o g ¥ERETNZ 1 !

a0 x K*DJx+2+J§_:J0+2+J5’

10 ti M2+ 171
X

x—

Luego de la transformacién de la expresién se aplican los TL7 y TL8:

Mrri-1 R+ =13+ + 3141 1
lim—: 1m =11m ,
S e 3T O3t + Yt 141

3x+1—1_ 1

1111 = ;
=0 x Hoo+17 +304+1+1

13
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11 tim 2xt -5x° -2x-3
“—’342: —13x" +4x-3

El limite no se puede aplicar directamente, resultaria la forma
indeterminada 0/0; no obstante, una vez factorizando y simplificando, la
expresion queda expedita para hallar el limite mediante los TL7 y TL6:

2 -5t -ox-3 ﬁ;fﬁfwx L2 I P
lim = lim——,
ﬂ—>34x “13x° +4x-3 ‘(_yﬁf(élx -x+0y #4xT -x+]

2x® =5x" -2x-3 _ 2(3)" +3+1
= lim = :
rﬂ4f-43£+4x 3 4@)—3+1

= +8

12. litn

=25t —16

X +8 M(-’f —Zx+4) i X -2x+4

b T r¢3gfgg DA 2o+ Ay
P48 (2724 _4+4ed 12
=2zt -16 (~2-2((-2)7 +4) 4(8) 327

14
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APRENDAMOS ALGO
NUEVO

Limites unilaterales

Hay casos en que las funciones no estan definidas (en los reales) a la
izquierda o a la derecha de un numero determinado, por lo que el limite
de la funcidn cuando x tiende a dicho niumero, que supone que existe un
intervalo abierto que contiene al nimero, no tiene sentido. Ejemplo:

Limite unilateral por la derecha: Sea f una funcidn definida en todos los
numeros del intervalo abierto (a, ¢). Entonces, el limite de f (x), cuando
X se aproxima a a por la derecha es L, y se escribe

Limite unilateral por la izquierda: Sea f una funcion definida en todos los
numeros de (d, a). Entonces, el limite de f (x), cuando x se aproxima a
a por la izquierda es L, y se escribe Limite bilateral:

Teorema de limitel2:

El li_r}n Fix) existe vy es igual a l g1y sdlo sl lim+ Fixy v lim f(x) existen ¥ son iguales a /.

xX—*a x—*a

15
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TRABAJEMOS EN NUESTRO
APRENDIZAJE

ACTIVIDAD:

Los siguientes ejercicios debes intentar resolverlos en tu cuaderno y
compararlos con las soluciones propuestas en las siguientes paginas:

2 & ox<l
Litx)=5-1 51 x=1

-3 51 x>l
(a) 1iﬂlrl+f(X); (b 1iﬂil_f(x); (c) lim fix)

JE+d s £ i-4
2SO >4

(a) Lm f); (b) lm fig) (e) lim 7()
sy

P

s s0=[f o 438

g ox»2
(@) Lim fx) (b) lim f(x); () lig 7 (x)
=2 =

2x+3 51 x<1
4. fixy=¢2 a x=1
T-2x =1 zx>x1

16
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Solucion 1:

(a) lim f(x) = lim (-3)= -3

x—1 =1t
(b lim Fix)=lim(2) =2
=1 =1
{c) lin%f(x): no existe, porque 1im+f{x) = lim Fix)
A 5+l =17
¥
Z—0
+

SOLUCION 2:

(@) lim f(6)= lim (4-1)=4-(-4) =8

=4 A=
(b} lim fFi)= lim (t+4)=—-4+4=0
=47 =4

{c) lim F(&): no existe; porque
x——d

lim 7~ lim f()

=4 a—=d
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SOLUCION 3:

(a) lim Fix) = lim (8- 2x)=8-2(2) =4

a—¥2d 52
(b) limn F(x)= lim x* =2° =4
A=l K=

(c) lim 7' (x) = 4.
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SOLUCION 4:

(@) lim f(x) = lim (7-22) =7-2(1) = 5

5=l =1t
(b) lim F(x) = lim (2x+ % =2(D+3=5
=17 =17

(e) lim £ (x) = 5.

¥i5

19
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RECOLECTEMOS LO
SEMBRADO

Resuelve en tu cuaderno los siguientes limites:

1) Iim1 €<’ —6x+1

2) lim €° —2x+1_

X—>0

3) lim €3x°+x_

X—>—0

2 3 2 Ly i 1 1
4 tim X~ @r1x+a 5) lim * *X~2 6) llm(—+—j
x—a X° —a x>l X —2Xx+1 x>0\ X+2 X-—2
X2+ x=2 . 1 : N
7)) lim—— 8) Im, |——— 9) Ilim
) x>-1x% —2x +1 ) x> —4x+4 ) x>0 —2x* +3x% -6
2 2 3 ny2
10) lim X~ 6%*9 11) lim X =2 12) lim X —2X ¥ X
x—0 X x—>5 X° —5x xoo  2X° —6X
4,2 a5, 2 _
13) lim 2 —% 14) lim X X 15 lim VX8
xoo X 417 x> 2X° —1 x»a X —a
16) lim V3+x-\3 17) tim (/x2 +2 -x 18) lim YXH1-Vx+2
x—0 \/; x—5 - X—>0 \/;
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