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LOGRO:

Comprende el concepto de limite y su aplicacién a algunas situaciones
del calculo infinitesimal.

INDICADORES DE LOGRO:

eReconoce intuitivamente la nocion de limite
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APRENDAMOS ALGO
NUEVO

Continuidad de una funcion

Una funcidon es continua en un punto cuando cumple las siguientes
condiciones:

> Tiene que existir el limite de la funcién en ese punto

> Tiene que estar definida la funcién en ese punto

> El valor de la funcion y el del limite, en dicho punto, deben ser
iguales.

Una funcion es continua en un intervalo (a;b), cuando lo es en todos los
puntos de dicho intervalo.

Es decir la funcidn f(x) es continua en el punto Xq, si cumple:

a)dlimf(x) y lim f(x) € ® (No debe ser « )
X —>Xo X —>Xo
b) 3 f(xo)

c) lim f(x) =f(xo)




4 Franklin FEduardo ﬂse’rez ‘ggz'ntero
Licenciado en mzoateméticas y Fisica
Uriversidad 4o L‘;%ntioguia

X —>Xo

Cuando una funcidon no cumple una de estas tres condiciones (cualquiera
de ellas), la funcion es discontinua en el punto que no cumple la
condicién.

Clasificacion de las discontinuidades

« Discontinuidades evitables:

= Existe el limite y no esta definida la funcién en el punto.

F(x)=x2-1 f(1)= No existe

X -1
I
lim f(x)=2
x—17
== = lim f(x) = 2
Iim f(x)=2 x—1

En este ejemplo se ve claramente que la funcién no estd definida en
x=1, ya que con ese valor el denominador es cero y por lo tanto el
punto no es parte del dominio.

Por otro lado se ve que el limite si existe en x=1 ya que existen los
limites laterales y son iguales.

Por lo tanto la discontinuidad es evitable.
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» La funcidn esta definida pero no existe el limite. (los limites laterales
son distintos).

lim f(x) =2
Iy
T x—>1"
T4
= No existe el lim f(x)
1; lim f(x) =1 x—>1
X—>1"
_.2 . .
' 1 2
-1
f(1)=2

» La funcidén no esta definida, ni existe el limite en el punto.

A su vez las funciones discontinuas No evitables se clasifican en:

o Discontinuidad no evitable de salto finito.

o Discontinuidad no evitable de salto infinito.

7A Fx)= 1
x-1
lim f(x) = 4w
> x->17
lim f(x) =-

X—>1"
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TRABAJEMOS EN NUESTRO
APRENDIZAJE

ACTIVIDAD:

Desarrolla los siguientes puntos en tu cuaderno y socializalos con tu
profesor y compaferos.

1- Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos
indicados:

a)f()==— enx=-1
x+1

b) f(x)=*1 en x =
X

A f=""1 enx =1
X —
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x-1
d) f(x)= enx = -1
)=
2X+1si 1> X
e) f(x)= enx = -1
-2 s x=>-1
2_
A= enx=-1
X_

x> —1/4 si 1/2>x

f(x)= }u—Z si x>1/2 en x=1/2

g) X
1 six=1/2
x? —2x+1
h)f(X):XZ—_ X:—l
x? —2x+1

i)f@):—§7—f— en x=1

1/2x% +2x-1 si 2>x
j) f(x) = 1 en x=2

+2 si x=>2
NX+2
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X2 —=2x+3 si x< 2
k) f(x)= en x=2

4x -1 si x>2

(x+3)* -7 si x<1
en x=1

D f(x)=

Bx+4 si x>1

2) Indicar, observando el grafico, si las siguientes funciones son
continuas en los puntos a y b. En caso de no serlo, clasificar el tipo de
discontinuidad que presentan.
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3) Indicar, observando el grafico, si las siguientes funciones son
continuas en los puntos indicados. En caso de no serlo, clasificar el tipo
de discontinuidad que presentan.
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APRENDAMOS ALGO
NUEVO

@

7

Asintotas

11
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Una asintota es una recta que se acerca infinitamente a una funcion sin
tocarla.

Las asintotas son elementos muy usados para poder hacer graficas
aproximadas de una funcion, sin hacer tabla de valores. Una funcién f(x)
puede no tener ninguna asintota, o puede tener una o mas asintotas, a
su vez puede tener una o mas asintotas de diferente tipo.

Cada tipo de asintota, ya sea horizontal, vertical u oblicua se calcula de
manera diferente.

Veamos primero como es |g

Asintota horizontal l

Asintota oblicua

% Ecuaciones
> Asintota horizontal: y=yo,
> Asintota vertical: x=Xq,
> Asintota oblicua: y= mx + b

% Calculo

12
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Asintota horizontal

y=Im f(x)
X—>00

Asintota vertical

X= X, es asintota vertical si lim f(x)=o0

X—Xg

Asintota oblicua

T

m =lim b =1iinw (f(x)—m x)

X—>00 X ’

TRABAJEMOS EN NUESTRO
APRENDIZAJE

ACTIVIDAD:

Escribir, observando las graficas, la ecuacion de cada una de las
siguientes asintotas:

13
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N\ /N N
a) \f b\ )
[ >
ey .
-5
/v\ N
d) e)

APRENDAMOS ALGO
NUEVO

LA DERIVADA

La definicion mas comun hace referencia a que la derivada es el limite
del cociente entre el incremento de una funcidn y el de la variable
cuando este Ultimo tiende a cero.

14
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Definicidn geométrica de la derivada

La definicion geométrica de la derivada esta relacionada directamente
con la pendiente de una recta tangente a una curva que generalmente
Z 2 . 7o
es de la forma ¥ = **, Para deducir de una forma grafica el concepto de

. . — 2
derivada calculemos la pendiente de la recta tangente a la curva, ¥ = ¥
en el punto Q (2, 4) como se puede observar en la grafica:

Ahora se calculan pendientes de rectas que se aproximen a la recta
tangente en el punto Q (2, 4), para esto se toman puntos P, en la
curva ¥ = XQ, gue estén cerca del punto Q, y se calcula la pendiente de
la recta que pasa por los puntos Q y P, que se muestra en el siguiente
cuadro:

15
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Coordenadas

Fendiente d =2
=400

Pasa por O Eu"-.

De acuerdo a los datos obtenidos se observa que la pendiente de la
recta tangente a la curva y = x2, en el punto Q(2, 4) posiblemente esta
entre 4.99y 4.01.

Para hallar, el valor exacto de la pendiente se toma el punto P con
abscisa muy cerca de 2:

P[2 + Ax, (2 + Ax)?], donde Ax =0

4X, generalmente representa una cantidad muy pequena y puede ser
positiva o negativa, de esta forma, 2 + &4X estarda muy proxima a 2. Al
calcular la pendiente de la recta que pasa por Q y P:

(2+80%- 2% 4+408+(A0C-4 D4 + BX)

= = =4 + Ax
(2+ Ax) -2 AV AV

Pendiente

Cuando 4¥ se aproxime a cero o dicho de otra forma, cuando el punto P
se aproxime al punto Q, entonces la pendiente de la recta que pasa por
Q vy P, que es igual a que 4 + 4X se aproxime a 4.

Resumiendo, se tiene que la recta tangente a la curva y = x° en el punto
Q(2, 4) es igual a:

16



17 Franklin FEduardo gse’rez ‘ng'ntero
Licenciado en mzoatemétz’cas y Fisica
Uriversidad 4o ;%ntioquz'a

(2+8)%-9%
L =) 4 +08x) =4
S (B B Lim )

El procedimiento anterior se puede resumir en el siguiente enunciado:

Siy = f(x), es una curva y Q[a,f(a)] es un punto sobre esta curva,
entonces la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en el
punto [ a, f(a) ] es igual a:

Lim fle+fxl:la) Siempre y cuando el limite exista.

&x—0 ﬂ'.)(

Este limite se simboliza f'{a).

Y se llama derivada de f en x = a.

17
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APRENDAMOS ALGO
NUEVO

DERIVADA DE UNA FUNCION

. .7 .7 d
La derivada de una funcion se puede representar tambien comoﬁ

y se lee derivada de y con respecto a x.

@ dy .
= Hallar 1z |Paralafuncion y =x.

dy
Para calculal 4x |de lafunciény = x, se halla:

Lim fx+ &) - f(x)’ donde f(x)=x
&x—0 Ax

Entonces se tiene:

D+ A = () X+ -X L) ¢ ,
Lim =lLim———=Lim—-=Lim1=1
Ax—0 .&){ Ax—0 ﬂ.}( Ax—0 .f'_\.}( Sx—0

18
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Otras derivadas de gran importancia son:

+* & para la funcién y= sy
X dy T
;{ S—X para la funcién lineal y=mx+b=m, donde m es la pendiente
y
de la funcion.
’;3( S—X para la funcién y=Kk, donde k es una constante, la derivada es
y
igual acero.
Ejemplos:
4
N dx T .,
A% Calcula & para la funcion: f{(x) = 5x + 2

Desarrollando |os siguientes pasos:

fla + Ax) — f(a)
&%

” Se forma el cociente de diferencias

flat+ &x) - fla) [Sla+L&x)+2]-(5x+2) DHa+5848+2-5x-2 544

FAY' FAY' x i

5

fla+ Ax) - fla
H Secalculael limite  Lim ( )~ fia) =Lim5=5
Bx—0 Ax bx—0

19
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<
P Calcular la derivada de f(x) = ~&

Se tiene que:  fix+Ax)-f(x)= ,I (><+&><)—J_><

Racionalizando:

=[,{ (><+£><)—J_><] [,{ (x+.&><)+ﬂ]
1 J OB+ X

=(\.‘><+&><)2-(JY)2= AV ED
JOoFmd+dx o xr b x

= &x Entonces se tiene que:
o+ A+ x |
) O+ Ax)—f(x
)= Lim -—(-———)—(——)
Ax—0 &X
1 1 1

rosk T oo O s i O 7

20
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TRABAJEMOS EN NUESTRO
APRENDIZAJE

ACTIVIDAD:

Derivar las siguientes funciones

1. f(x) = 5x + 3

2. y=3x*+2x

f(x)=L+1
X

w

I

Cfx) =x3+4x% + 10

X
2x+1

o

f(x) =

21



22 ?rank-fz'n f{[uart[b gj_e'rez ‘ggz'ntero
Licenciado en azoateméticaaf y Fisica
Urniversidad de ;%ntioquia

APRENDAMOS ALGO
NUEVO

PROPIEDADES DE LAS DERIVADAS

Derivada de una suma

Si se tiene dos funciones f y g derivables las dos en x, la funcién suma
es derivable también en x, y se verifica la suma como:

d . = ,
5 00 +900]= 00 +g'09

Derivada de un producto

Si f y g son dos funciones derivables en x, entonces la funcién producto
es derivable también en x, y se verifica el producto como:

% [f00 90 |= 00 g'(0) + g) £ (0

22
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De la misma manera se tiene que si f{Xl = x™, donde m pertenece a los
enteros positivos, entonces se verifica la derivada de una potencia:

Ejemplo:

el
QY Hallar la suma y el producto de las funciones
foy=x"y g0 =x’

Aplicando laférmula general de la derivada de un producto
F )= mx™

para cada una de las funciones se tiene:

Fo0=x3 = Fx)=331=3x2

g)=x* = g'x) =h* =4

Ahora como (f + g) () = () + g’ (%), entonces: (f+ g)” =3x2+ 4x3
Para el producto setiene (fx @) (¢ = £ aix) + f0¢) g (x).

(£ x 9)(¥) = £ 900 = 03 (X = x P =0 = (Fx gy )= =T

Derivada de un miltiplo constante

Si f es una funcidn que se puede derivar y c un nimero que pertenece al
conjunto de los nUmeros reales, se comprueba que:

23
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9 1efo0] = of )
dx

Derivada de un cociente

La derivada de un cociente se expresa como:

|
% derivable en x=c¢, v se denota Gj(o):

Donde f es una funcidon y c un nimero perteneciente al dominio de la
funcion de tal manera que:

[c-fic)] #0 y (b-f) derivableen x=c¢

Cuando se trata de dos funciones f y g también derivable en x = ¢, con
g(c) diferente de 0, entonces se tiene que la funcién cociente f / ges
derivable en x = ¢, y la ecuacién se comprueba para derivar un
cociente de funciones en:

24
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Expresado de otra manera, se tiene:

d [f(x)} geaf (xk )0 gix) =0

x| gix) [90)]?

No necesariamente todos los cocientes planteados se resuelven a través
de la férmula general. También se pueden desarrollar como productos
de una constante por una funcidon de x, y se aplicaria la regla vista
anteriormente para la derivada de un multiplo constante que para el
caso seria mas practica.

x° + 4x
5

ﬁt Derivar el cociente y =
Ejemplos

25
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Al transformar la expresion en un producto de una constante

por una funcion:

y=—(x"+4x)

| —

Aplicando la regla di[of(x)]= cf'{x), para obtener :
X

% +4
5

g1

=z (3x+4)=

Desarrollamos el ejercicio aplicando la regla del cociente:

50 (2 +4x) - (X +4x) — (5)
dx dx

(57

y'=

S (3x*+4)-(x +4x)(0)
25

S(ax®+4)  3%+4
25 5

26
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TRABAJEMOS EN NUESTRO
APRENDIZAJE

ACTIVIDAD:

Derivar cada una de las siguientes funciones, atendiendo a los teoremas
relativos, sobre derivada de una constante y de una suma:

1. f(x)=x+i2
X

2. f(x)=x"°
3. f(x)=£72

4, f(x)=x"3-1

5. f(x)=3x+x

1
6 -
y 3x°
2
7. y=_"°
y 3x?
1
8., y= T _
Y= 3x0°
T
y

27
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En cada uno de los siguientes ejercicios encontrar la derivada y’,
aplicando los teoremas para la derivada del producto y el cociente:

1. y=(x+4)(x+5) 2. y=(x+4)(2x+3)
3. y=0Bx+4)(2x+3) 4. y=6x(x*-x-2)
5. y=**1 6. y=(-3)(x* +5)
X+ 2
7. _ x+10 3. y:2x+1
2x+10 X+6
2 > x> +1
9. y=(x"+3x+D(x" -1 10. y=
X+3
11, y=**3 12, y=(x+1)(x+2)(x+3)
X“+1
2
13 _ (x+1)(x+2) 14. _ X(x*+1)
X+3 X+1
2 2
15. y:(x +1)(x° +3) 16. y:#
X+4 (X+D)(x-2)
17. y=(*+1)(3x" +4) 18. y= "
x°+1
19, y= X 20. y="2
X X
21. g(h)=h*+2h-3 22. m(v)=v* =7v® +9v+4
23. t(i) =-3i® +4i® +5i* + 7i* -6 24.v(a):£a5—ga3+§a—E
4 3 4 6

28



29 Franklin FEduardo ﬂse’rez ‘ggz'ntero
Licenciado en mzoateméticas y Fisica
Uriversidad 4o L‘;%ntioguia

i(a)=a’ +3a’ —4a”* +5a-1 26. m(z)=—gz —g gt

27.

29.

h(t) =3t* —7t2 +9t -3 28.  p(y)= y4_§yz+§y
t(u)=2u’ —3u® +5u”* —6u 30. m(y)=y’-3y-—
1 . 3
t(a)=a*-2a+ — 32. h(i)=-">-
( ) a2 () 4i6
24, f(x)=2x7*-4x*}
33. v(t):—:l))t2 +151t2/3 34. g(h):ih4/3+5h5/3—2

29
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APRENDAMOS ALGO
NUEVO

Derivada de las principales funciones trigonométricas

Las derivadas de las funciones trigonométricas vienen dadas por:

d
W —i(Seno x)=Cos x
dx

d
& —I(Cos x) =-5en x
dx

d
W —(Tng x) = Sec?x
ax

v i[[Seo X) =Sec x Thg x
dx

o i
W —(Ctng x) =- Cosec * x
dx

- ¢ di(Cosec x) =-Cosec x Cing x
X

30
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Para demostrar cada una de las derivadas anteriores, se parte de la
regla general de la derivada:

\ d ; (x + &x) — f{x)
W — f(x) = .
of dx v IEiTo Ax

Entonces para la funcidon Seno se tiene:

d Sen (x + &) — Sen x
—{Sen x) = Lim ( )
d)( Ax =0 (_\)(

Como Sen (X + &) = Sen x cos Afx+ Cos x Sen AlAx entonces:

. Sen x cos AAx+ Cos x Sen AA - Sen x
= Lim
&x =0 &X

Asocia y factoriza:

Cos x Sen AA - Sen x +Sen x cos Alx

g - AX
T Cos x Sen AA - ({Sen )1 - cos Ahx
=L

&% =0 Ax

31
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Aplicando la regla del multiplo constante :

, sen A , 1-cos AA
= {cos x) | Lim ————| - sen x| Lim ————
4x =0 Ax 4x — 0 f},)(

= (cos x) (1) - (sen x ){0) = cos x

Luego entonces:

d
—(Sen x) = c0S X
dx

Las demas derivadas trigonométricas las aplicaremos en la medida en
que desarrollemos varios ejemplos.

Ejemplos:

YO Hallar la pendiente de la gréfica de  fix) = 3cos X

eszouns (-G )
en 10S puntos 3 ¥ 4"

La derivada de fes f () =- 3 seno x y las pendientes requeridas seran:

Jom( 3[4}

En ><=E, la pendiente es f'[EJ=—SSen{E]=—3 1 =-3 =_3JZ
4 4 4 J2

En x=-—
3

la pendiente es f’(—

NE

32
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, _ : . d
W Demostrar |a derivada trigonométrica &COSX = —S5enx

Como if(x) = Lim o sl .
dx sx—0 X

Entonces para la funciéon coseno se tiene

d . COS (X + Ax) — cos X
—(C0s X} = Lim
¢ &x—0 .&X

Como  co0s (X + &x) = cos x cos Ade— sen x Sen AlAx entonces

~ c0S x cos Alx-sen x Sen AA - cos x
= Lim
Ax—0 FAY'S

Asocia y factoriza:

- sen x Sen AN+ cos xcos AA - cos X

Adx—0 &X
s = sen x Sen AL - (cos x)(1 — cos Alx
ml-;o FAY'

33
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= Lim |{-sen x) | ———— |-{cos %} | ——

A Hx

&x—0

Aplicando la regla del multiplo constante :

. osen AL - 1-cos AL
={-senx)|Lim —— | —cosS X | Lim —————
Ax—0 o &x—0 A

=(-senx) (1) - (cosx ){(0) = -sen x

Luego . in[cos ¥)=-5en x
dx

W Demostrar |a derivada trigonomeétrica E)'(' tgx =

senx d senx
entonces —igx=

COSX dx COSX

Como tgx =
Aplicando la formula de cociente:

cosx - serx — senx -2 cosx
d o dx dx
—tg x = =
dx {cos x)

COS ¥ COS X - 5en x (-sen x)

{cos x)°
_cos®x+sen®x 1 _ o
= z = 2y = Sec

{cos x) CoS

Luego:

i'fg X =sec? X
dx

Uriversidad 4o %ntz'oquz’a

)]

sec” X
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Ejercicios:

Teniendo como base los anteriores ejemplos, demostrar las derivadas
trigonométricas para la Ctg, Sec y Csc respectivamente.

Resumiendo todas las propiedades generales de la derivacién, se tiene:

Partiendo de la premisa de que s y t sean dos funciones derivables en x:

. § Propiedad de la constante : di[k]= 0
X
¢ Propiedad del multiplo constante : &[k rl=kr

W Propiedad de suma o diferencia: di[rics]=r‘is’
X

Y& Propiedad del producto di[rxs]= rxs +sxr’
X

% Propiedad del cociente: inw
dx [ s 52

o - e d L d

% Propiedad de las potencias: — [x™=m x™ —[x]=1
dx ax

35
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APRENDAMOS ALGO
NUEVO

Derivadas de las funciones trigonométricas:

. 4 i(Seno X)=Cos X
dx

4 il{Cos X)=-5en x
dx

_ d
W —(Tng x)=Sec®x
dx

d
5 d—(Seo X)=5ec x Tng x
X

d
W —(Ctngx)=-Cosec?x
(0)'¢

- 4 di(Cosec x) =-Cosec x Ctng x
X

REGLA DE LA CADENA
La regla de la cadena se enuncia si se tiene una funciony =

f(u) derivable de u, y u = g(x), es decir, derivable de x, entonces se
puede afirmar que y = f[ g(x) ] siendo funcidn derivable de x, con:
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d_y=d_yd_u que es 1o mismo que : i[f(g)(x)]: flat01g (%)
dx du dx dx
Ejemplo:

pre N
Qi Hallar: 5~ ©on y=(x*+2}

Para darle aplicacion a la regla de la cadena es necesario identificar

la funcién interior x°+ 2 como u. Entonces setiene:
v =0+ 2 como u=x*+2 = y=ut

Y aplicando la regla de la cadena;

d
=2 =4+ 2P (3x D)= 1220+ 2
ax
d
Donde 4(x+2f =2 y (3x%)=
dul dx

9 APRENDAMOS ALGO
NUEVO

DERIVADA DE UNA FUNCION IMPLICITA
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Derivar implicitamente es considerar uno de los términos (y) de una
igualdad como funciéon del otro término (x), para que después de tener
la ecuacion resultante se despeje el valor de dy / dx.

Para realizar dicho procedimiento se recomienda utilizar los siguientes
pasos:

Derivar los dos lados de la ecuacién respecto a x.

Aislar los términos que contienen % en el lado izquierdo de la ecuacion, vy

los demas en el lado derecho.

Factorizar Eiz
dx

Despejar d—Y dividiendo cada uno de los lados de la ecuacion por el factor

dx
o : dy
de la izquierda que no contiene I

®® 8 &
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d
ﬁ Calcular d—y si v 4y -By—y*=3
X

Siguiendo los pasos (1-4) se tiene:

1) Se derivan los dos términos de la ecuacidén respecto de x:

dy 2 dy dy 2
4y L +3y* L -6-—L-3*=0
y dx dx dx X
dy > dy dy . dy
2 4y a2 6L —a3y?  factorizando —:
ey dx % dx dx . cx
d
3) L(ayP+3y2-6)= 3,3
cx
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40

APRENDAMOS ALGO
NUEVO

PROPIEDAD GENERAL DE LAS POTENCIAS

Ampliemos un poco el concepto de la derivada de una potencia que esta
enunciada por las formulas:

Ahora veamosla como un caso particular de la regla de la cadena y para
caso se tiene que si ¥ = [UD)]" donde se cumpla que u sea una funcién

derivable de x y n es un numero racional, se tiene que:

v QU
dx dx
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& Hallar la derivada de f(x) = (4x — 3!

Para aplicar la formula general %(u“) =AM’

Se hace u = 4x — 3%y queda entonces que f{x) = (dx — 3x3)* = u?
Desarrollando

f(x)=4 (4)(—3)(3)3%(4)( - 3x%)

= 4 (4% — 3% 3T (% — 3x%) = (4% — 12%7)
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