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UNIDAD NO 3 

 

 

continuidad 
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LOGRO: 

Comprende el concepto de límite y su aplicación a algunas situaciones 

del cálculo infinitesimal. 

 

INDICADORES DE LOGRO: 

 Reconoce intuitivamente la noción de límite 
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Continuidad de una función 

 

Una función es continua en un punto cuando cumple las siguientes 

condiciones: 

 Tiene que existir el límite de la función en ese punto 

 

 Tiene que estar definida la función en ese punto 

 

 El valor de la función y el del límite, en dicho punto, deben ser 

iguales. 

 

Una función es continua en un intervalo (a;b), cuando lo es en todos los 

puntos de dicho intervalo. 

Es decir la función f(x) es continua en el punto x0, si cumple: 

 

                         a)  lim f(x)   y      lim f(x)   (No debe ser  ) 

                               x x0                   x x0 

 

                         b)  f(x0) 

 

                         c)  lim f(x) =f(x0) 

Aprendamos algo 

nuevo 
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                            x x0 

Cuando una función no cumple una de estas tres condiciones (cualquiera 

de ellas), la función es discontinua en el punto que no cumple la 

condición. 

 

Clasificación de las discontinuidades 

 

 Discontinuidades evitables: 

 

 Existe el límite y no está definida la función en el punto. 

 

 

 

Existe el límite y está definida la función, pero ambos valores no 

coinciden. 

 

Discontinuidades no evitables: 

 

 

En este ejemplo se ve claramente que la función no está definida en 

x=1, ya que con ese valor el denominador es cero y por lo tanto el 

punto no es parte del dominio. 

Por otro lado se ve que el límite sí existe en x=1 ya que existen los 

límites laterales y son iguales. 

Por lo tanto la discontinuidad es evitable. 

 

 

1 

2 

F(x)=x2- 1       f(1)= No existe 

         x -1 

 

lim    f(x)= 2   

x 1+ 

    lim f(x) = 2 

lim    f(x)= 2             x 1            

x 1- 
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 La función está definida pero no existe el límite. (los límites laterales 

son distintos). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 La función no está definida, ni existe el límite en el punto. 

A su vez las funciones discontinuas No evitables se clasifican en: 

 

o Discontinuidad no evitable de salto finito. 

o Discontinuidad no evitable de salto infinito. 

 

 

 

 

 

 

 

 lim   f(x)  = 2 

x 1+  

                         No existe el lim    f(x) 

lim   f(x)  = 1                            x 1 

x 1- 

 

f(1) = 2 

 

 

 

F(x)=    1 

           x - 1    

 

lim   f(x)  = +  

x 1+  

                            

lim   f(x)  = -                              

x 1- 
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ACTIVIDAD: 

Desarrolla los siguientes puntos en tu cuaderno y socialízalos con tu 

profesor y compañeros. 

 

1- Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos 

indicados: 

 

a)
1

)(
2

x

x
xf   en x = -1 

 

b)
2

1
)(

x

x
xf  en x = 0 

 

c)
1

1
)(

2x

x
xf  en x =1 

 

TRABAJEMOS EN NUESTRO 

APRENDIZAJE 
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d)
1

1
)(

2x

x
xf  en x = -1 

e)
12

112
)(

xsi

xsix
xf  en x = -1 

 

f)
1

12
)(

2

2

x

xx
xf  en x = -1 

 

g)
2/1

2/11

2/12
1

2/14/1

)(

2

xen

xsi

xsi
x

xsix

xf
 

 

h) 1
1

12
)(

2

2

xen
x

xx
xf  

 

i) 1
1

12
)(

2

2

xen
x

xx
xf  

 

j) 2
22

2

1

2122/1

)(

2

xen
xsi

x

xsixx

xf  
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k) 2

214

232
)(

2

xen

xsix

xsixx
xf  

 

l) 1

145

17)3(
)(

2

xen

xsix

xsix
xf  

 

2) Indicar, observando el gráfico, si las siguientes funciones son 

continuas en los puntos a y b. En caso de no serlo, clasificar el tipo de 

discontinuidad que presentan. 
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3) Indicar, observando el gráfico, si las siguientes funciones son 

continuas en los puntos indicados. En caso de no serlo, clasificar el tipo 

de discontinuidad que presentan. 
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Asíntotas 

Aprendamos algo 

nuevo 
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Una asíntota es una  recta que se acerca infinitamente a una función sin 

tocarla. 

Las asíntotas son elementos muy usados para poder hacer gráficas 

aproximadas de una función, sin hacer tabla de valores. Una función f(x) 

puede no tener ninguna asíntota, o puede tener una o más asíntotas, a 

su vez puede tener una o más asíntotas de diferente tipo.  

 

Cada tipo de asíntota, ya sea horizontal,  vertical u oblicua se calcula de 

manera diferente. 

Veamos primero como es la ecuación de cada una de ellas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ecuaciones 

 Asíntota horizontal: y=y0, 

 Asíntota vertical: x=x0,  

 Asíntota oblicua: y= mx + b 

 Cálculo 

Asíntota vertical 

Asíntota horizontal 

Asíntota oblicua 
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Asíntota horizontal 

)(lim xfy
x

 

Asíntota vertical 

)(lim
0

0 xfsiverticalasíntotaesxx
xx

 

Asíntota oblicua 

x

xf
m

x

)(
lim     ;      ))((lim xmxfb

x
 

 

ACTIVIDAD: 

Escribir, observando las graficas, la ecuación de cada una de las 

siguientes asíntotas: 

TRABAJEMOS EN NUESTRO 

APRENDIZAJE 
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LA DERIVADA 

La definición más común hace referencia a que la derivada es el límite 

del cociente entre el incremento de una función y el de la variable 

cuando este último tiende a cero. 

Aprendamos algo 

nuevo 
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Definición geométrica de la derivada  

La definición geométrica de la derivada está relacionada directamente 

con la pendiente de una recta tangente a una curva que generalmente 

es de la forma . Para deducir de una forma gráfica el concepto de 

derivada calculemos la pendiente de la recta tangente a la curva, 

en el punto Q (2, 4) como se puede observar en la gráfica: 

 

  

Ahora se calculan pendientes de rectas que se aproximen a la recta 

tangente en el punto Q (2, 4), para esto se toman puntos P, en la 

curva , que estén cerca del punto Q, y se calcula la pendiente de 

la recta que pasa por los puntos Q y P, que se muestra en el siguiente 

cuadro: 
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De acuerdo a los datos obtenidos se observa que la pendiente de la 

recta tangente a la curva y = x2, en el punto Q(2, 4) posiblemente está 

entre 4.99 y 4.01. 

Para hallar, el valor exacto de la pendiente se toma el punto P con 

abscisa muy cerca de 2: 

 

, generalmente representa una cantidad muy pequeña y puede ser 

positiva o negativa, de esta forma, 2 +  estará muy próxima a 2. Al 

calcular la pendiente de la recta que pasa por Q y P:  

 

Cuando  se aproxime a cero o dicho de otra forma, cuando el punto P 

se aproxime al punto Q, entonces la pendiente de la recta que pasa por 

Q y P, que es igual a que 4 +  se aproxime a 4. 

Resumiendo, se tiene que la recta tangente a la curva y = x2 en el punto 

Q(2, 4) es igual a: 
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El procedimiento anterior se puede resumir en el siguiente enunciado: 

Si y = f(x), es una curva y Q[a,f(a)] es un punto sobre esta curva, 

entonces la pendiente de la recta tangente a la curva   y = f(x)   en el 

punto [ a, f(a) ] es igual a: 

 

Y se llama derivada de f en x = a. 
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DERIVADA DE UNA FUNCIÓN 

La derivada de una función se puede representar también como  

y se lee derivada de y con respecto a x.  

 

  

  

Aprendamos algo 

nuevo 
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Otras derivadas de gran importancia son: 

 

Ejemplos: 
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ACTIVIDAD: 

Derivar las siguientes funciones 

 

1.  f(x) = 5x + 3    

 

2.   y = 3x2 + 2x    

 

3.  
x

x
xf

1
)(  

 

4.  f(x) = x3 + 4x2 + 10   

 

5.  
12

)(
x

x
xf    

 

6.  y = 
2

5

x
 

 

TRABAJEMOS EN NUESTRO 

APRENDIZAJE 
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PROPIEDADES DE LAS DERIVADAS 

Derivada de una suma 

Si se tiene dos funciones f y g derivables las dos en x, la función suma 

es derivable también en x, y se verifica la suma como: 

  

 

Derivada de un producto 

 

Si f y g son dos funciones derivables en x, entonces la función producto 

es derivable también en x, y se verifica el producto como: 

 

 

 

Aprendamos algo 

nuevo 
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De la misma manera se tiene que si , donde m pertenece a los 

enteros positivos, entonces se verifica la derivada de una potencia: 

 

Ejemplo:   

 

 

Derivada de un múltiplo constante 

Si f es una función que se puede derivar y c un número que pertenece al 

conjunto de los números reales, se comprueba que: 
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Derivada de un cociente 

La derivada de un cociente se expresa como:  

 

Donde f es una función y c un número perteneciente al dominio de la 

función de tal manera que: 

 

Cuando se trata de dos funciones f y g también derivable en x = c, con 

g(c) diferente de 0, entonces se tiene que la función cociente   f / g es 

derivable en    x = c, y la ecuación se comprueba para derivar un 

cociente de funciones en: 
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No necesariamente todos los cocientes planteados se resuelven a través 

de la fórmula general. También se pueden desarrollar como productos 

de una constante por una función de x, y se aplicaría la regla vista 

anteriormente para la derivada de un múltiplo constante que para el 

caso sería más práctica. 

Ejemplos   
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ACTIVIDAD: 

Derivar cada una de las siguientes funciones, atendiendo a los teoremas 

relativos, sobre derivada de una constante y de una suma: 

 

1.  
2

1
)(

x
xxf     

2.  5/4)( xxf     

3.  
3 2

1
)(

x
xf    

4.  1)( 3/1xxf     

5.  53)( xxxf     

6.   
33

1

x
y  

7.   
23

2

x
y      

8.   
3)3(

1

x
y      

9.   
2)3( x

y   

 

TRABAJEMOS EN NUESTRO 

APRENDIZAJE 
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En cada uno de los siguientes  ejercicios encontrar la derivada y’, 

aplicando los teoremas para la derivada del producto y el cociente: 

 

1.  )5)(4( xxy    2.  )32)(4( xxy    

3.  )32)(43( xxy   4.  )2(6 2 xxxy     

5.  
2

1

x

x
y     6.  )5)(3( 22 xxy   

7.  
102

10

x

x
y    8.  

6

12

x

x
y    

9.  )1)(13( 22 xxxy   10.  
3

12

x

x
y     

11.  
1

3
2x

x
y    12.  )3)(2)(1( xxxy  

13.  
3

)2)(1(

x

xx
y   14.  

1

)1( 2

x

xx
y     

15.  
4

)3)(1( 22

x

xx
y   16.  

)2)(1( xx

x
y    

17.  )43)(1( 43 xxy   18.  
12x

x
y  

   

19.  
x

x
y        20. 

3

4

x
y      

21.   32)( 2 hhhg   22. 497)( 34 vvvvm    

  

23.  67543)( 2468 iiiiit     24.
6

1

4

5

3

2

4

1
)( 35 aaaav     
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25.    1543)( 234 aaaaai     26.    zzzzm
5

4

3

4

5

3
)( 27   

   

27.    3973)( 24 tttth    28.      yyyyp
7

3

3

2
)( 24   

  

29.  uuuuut 6532)( 457    30.    
4

3 2
3)(

y
yyym   

  

31.  
2

2 1
2)(

a
aaat    32.   

64

3
)(

i
ih     

 24.  3223 42)( xxxf    

33. 322

5

4

3

1
)( tttv   34. 25

4

1
)( 3534 hhhg   
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Derivada de las principales funciones trigonométricas 

  

Las derivadas de las funciones trigonométricas vienen dadas por: 

  

 

 

Aprendamos algo 

nuevo 
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Para demostrar cada una de las derivadas anteriores, se parte de la 

regla general de la derivada: 
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Las demás derivadas trigonométricas las aplicaremos en la medida en 

que desarrollemos varios ejemplos. 

Ejemplos:  

 



33   Franklin Eduardo Pérez Quintero 
Licenciado en Matemáticas y Física  

Universidad de Antioquia 
 
 

33 
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Ejercicios:  

 

Teniendo como base los anteriores ejemplos, demostrar las derivadas 

trigonométricas para la Ctg, Sec y Csc respectivamente. 

 Resumiendo todas las propiedades generales de la derivación, se tiene: 
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Derivadas de las funciones trigonométricas: 

  

 

REGLA DE LA CADENA 

La regla de la cadena se enuncia si se tiene una función y = 

f(u) derivable de u, y u = g(x), es decir, derivable de x, entonces se 

puede afirmar que y = f[ g(x) ] siendo función derivable de x, con: 

Aprendamos algo 

nuevo 
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Ejemplo:  

 

 

DERIVADA DE UNA FUNCIÓN IMPLÍCITA 

Aprendamos algo 

nuevo 
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Derivar implícitamente es considerar uno de los términos (y) de una 

igualdad como función del otro término (x), para que después de tener 

la ecuación resultante se despeje el valor de dy / dx. 

 

Para realizar dicho procedimiento se recomienda utilizar los siguientes 

pasos: 
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PROPIEDAD GENERAL DE LAS POTENCIAS 

Ampliemos un poco el concepto de la derivada de una potencia que está 

enunciada por las fórmulas: 

 

Ahora veámosla como un caso particular de la regla de la cadena y para 

caso se tiene que si , donde se cumpla que u sea una función 

derivable de x y n es un número racional, se tiene que: 

 

Aprendamos algo 

nuevo 
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